
概述
在本白皮书中，您将了解线性和非线性分析之间的差异，并认识到在某些时候使用一种类型的分析将比使用
另一种类型的分析获得更佳的结果。我们将发现，忽略非线性效应可能会导致严重的设计错误。在查看来自
日常设计实践中的示例之后，您将了解到非线性分析可以如何帮助您避免过度设计并构建更好的产品。

白皮书

了解非线性分析
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术语“刚度”定义了线性和非线

性分析之间的基本差异。刚度

是零件或装配体的一个特性，

表 现 了 其 对 所 施 加 负 载 的 响

应。影响刚度的三个主要因素：

形状、材料和零件支撑件。

前言
过去十年以来，有限元分析 (FEA) 已不再仅仅被视为分析师的工具，而是进入了设计工程的实
务领域。CAD 软件现在附带内置 FEA 功能，设计工程师使用 FEA 作为日常设计工具以支持产
品设计流程。

但是，直到最近，设计工程师进行的大多数 FEA 应用都仅限于线性分析。此类线性分析为设计
工程师遇到的大多数问题提供了接近真实情况且可接受的特性。但是，偶尔也会出现更具挑
战性的问题，需要使用非线性方法。

工程师过去不太愿意使用非线性分析，原因在于其复杂的问题界定和较长的解算时间。这种
情况正在发生变化，因为非线性 FEA 软件已与 CAD 连接并变得更易于使用。此外，改进的
解算算法和强大的台式计算机也缩短了解算时间。十年前，工程师已认识到 FEA 是一种有价
值的设计工具。现在，他们开始认识到非线性 FEA 为设计流程带来的好处和更深刻的理解。

线性和非线性分析之间的差异

术语“刚度”定义了线性和非线性分析之间的基本差异。刚度是零件或装配体的一个特性，表
现了其对所施加负载的响应。影响刚度的一些因素包括：

1.形状：工字横梁与槽形横梁的刚度不同。 

2.材料：铁梁的刚度小于相同尺寸的钢梁。

3.零件支撑件：带有简单支撑件的横梁的刚度较小，并且相比带有内置支撑件的相同横梁会出
现更大弯曲，如图 1 所示。

图 1：悬臂梁（顶部）的刚度低于在两端（底部）支撑的相同横梁。
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如果刚度的变化足够小，则完

全可以假设形状和材料属性在

变形过程中未发生任何变化。

这种假设就是线性分析的基本

原理。

当某个结构在负载下发生变形时，其刚度也会由于以上列出的一个或多个因素而发生变化。
如果变形极大，其形状可能也会改变。如果材料达到其破坏极限，材料属性将会改变。 

另一方面，如果刚度的变化足够小，则完全可以假设形状和材料属性在变形过程中未发生任何
变化。这种假设就是线性分析的基本原理。

这意味着在整个变形过程中，所分析的模型在应用负载之前将保留未变形形状时所具有的任
何刚度。无论模型变形的程度如何，无论负载是在一步施加还是逐渐施加，也无论在响应该负
载时产生的应力有多高，该模型都会保留其初始刚度。 

这种假设极大地简化了问题的界定和解算。回顾一下基本 FEA 公式：

[F] = [K] * [d]

其中： [F] 是节点负载的已知向量

[K] 是已知刚度矩阵

[d] 是节点位移的未知向量

此矩阵公式描述了 FEA 模型的行为。它包含大量的线性代数公式，从几千个到几百万个不等，
具体取决于模型大小。刚度矩阵 [K] 取决于几何形状、材料属性和约束。在线性分析假设模型
刚度永不改变的情况下，这些公式只需组合和解算一次，在模型变形时无需更新任何内容。因
此，线性分析将问题界定到完成沿直线进行。即使对于极大的模型，它也能在数秒或数分钟内
生成结果。

这一切从进入非线性分析世界后就发生了变化，因为非线性分析要求工程师放弃恒定刚度的
假设。相反，刚度将在变形过程中发生变化，并且刚度矩阵 [K] 必须在迭代解算过程中随着非
线性解算器的进度而更改。这些迭代会增加获得准确结果所需的时间。
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了解不同类型的非线性行为
尽管所有类型的非线性分析都具有共同的刚度变化过程，但非线性行为的原点可能有所不
同，因此根据非线性的主要原点对非线性分析进行分类是合乎逻辑的。由于在许多问题中无
法指出非线性行为的单一原因，因此某些分析可能需要考虑多种非线性类型。

非线性几何形状

如前所述，当零件的刚度在其操作条件下发生变化时，就需要进行非线性分析。如果刚度的变
化仅仅来自于形状的变化，则非线性行为将被定义为几何非线性。

当零件出现肉眼可见的大变形时，就会发生这种由形状引起的刚度变化。一个普遍接受的经
验法则表明，如果变形大于零件最大尺寸的 1/20，则有必要执行非线性几何形状分析。另一
个需要识别的重要因素是：在发生较大变形时，负载方向可能会随着模型变形而改变。大多数 
FEA 程序都提供了两种选择来应对此方向变化：跟随和非跟随负载。 

如图 2 所示，跟随负载相对于变形模型保持其方向。非跟随负载则会保持其初始方向。 

图 2：在变形过程中，跟随（或称非守恒）负载会改变其方向，并与变形横梁保持垂直（左侧）。非跟随（或

称守恒）负载将保持其原始方向（右侧）。

承受极高压力的压力容器会发生剧烈的形状变化，这是后一种情况的另一个典型示例。压力
负载始终会垂直作用于压力容器的壁体。虽然此情形的线性分析假设容器形状没有改变，但
压力容器的实际分析需要使用非守恒（或称跟随）负载来分析几何非线性。 

一 个 普 遍 接 受 的 经 验 法 则 表

明，如果变形大于零件最大尺

寸的 1/20，则有必要执行非线

性几何形状分析。另一个需要

识别的重要因素是：在发生较

大变形时，负载方向可能会随着

模型变形而改变。



《了解非线性分析》白皮书          4

当变形较小时，也会由于形状而造成刚度变化。最初平坦但在压力下发生偏转的薄膜就是一
个典型示例（参见图 3）。

图 3：承受压力负载的平坦薄膜需要进行非线性几何形状分析，即使变形幅度可能非常小也是如此。

最初，薄膜只能凭借其折弯刚度来抵抗压力负载。当压力负载导致一定程度的弯曲后，变形薄
膜的刚度将在原始折弯刚度的基础上增大（图 4）。变形会改变薄膜的刚度，以使变形薄膜的
刚度大大高于平坦薄膜。

某些 FEA 程序使用了混淆性术语，将几何非线性的所有分析称为“大变形分析”。这忽略了对
较小变形执行非线性分析的必要性。 

图 4：平坦薄膜只能凭借折弯刚度对负载作出响应。由于变形，它还会获得薄膜刚度。因此，它比线性分析

所预测的刚度要高得多。

非线性材料

如果刚度的变化仅仅来自于工作条件下的材料特性变化，则问题在于材料的非线性。线性材
料模型假设应力与应变成正比（如以下图 5 所示）。这意味着它假定施加的负载越高，应力和
变形就越高，与负载变化成正比。它还假定不会导致永久变形，并且一旦卸去负载，模型将始
终恢复其原始形状。

图 5：线性材料模型假设应力与应变成正比。

当变形较小时，也会由于形状而

造成刚度变化。最初平坦但在压

力下发生偏转的薄膜就是一个

典型示例。最初，薄膜只能凭借

其折弯刚度来抵抗压力负载。

当压力负载导致一定程度的弯

曲后，变形薄膜的刚度将在原始

折弯刚度的基础上增大。



《了解非线性分析》白皮书          5

尽管这种简化是可以接受的，但如果负载高到足以导致某些永久变形（就像大多数塑料一样），
或者应变极高（有时会大于 50%，就像橡胶和弹性体一样），则必须使用非线性材料模型。 

由于不同类型的材料在其工作条件下的表现存在巨大差异，因此 FEA 程序开发了专门的技术
和材料模型来模拟这些行为。下表简要介绍了哪些材料模型最适合哪种问题。

材料
分类 模型 评论
弹性塑性 Von Mises 或 Tresca 这些模型非常适合应变-应力曲线在达到

极限应力之前显示为“平坦”的材料。大多
数工程金属和某些塑料都具有此材料模
型的明显特征。

Drucker-Prager 此模型适用于土壤和颗粒材料。

超弹性 Mooney-Rivlin 和 
Ogden

非常适合橡胶等不可压缩弹性体。

Blatz-Ko 此模型适用于可压缩聚氨酯泡沫橡胶。

粘弹性 多个（其他模型可选） 此模型适用于硬橡胶或玻璃。

蠕变 多个（其他模型可选） 蠕变是在恒定应力状态下产生的时间相
关性应变。大多数工程材料，尤其是高温
下的金属、高分子塑料、混凝土和火箭发
动机中的固体推进剂都会发生蠕变。

超弹性 
（形状记忆合金）

镊钛诺 镍钛诺等形状记忆合金 (SMA) 会表现出超
弹性效应。这种材料会在负载-卸载过程
中发生较大变形，但不会出现永久变形。

图 6：理想弹性塑性材料模型的应力-应变曲线。使用此材料模型时，最大应力幅度不能超过塑性应力 

（屈服应力）的极限。
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在处理理想弹性塑性材料模型（也就是在变形后失去恢复原始形状的所有能力的材料）的分
析时，应力将一直保持高于一定的应变值。它描述了通过八个螺栓将隔板的铸铁材料固定到位
的情况。

线性分析表明，与 206 MPa (30 ,000 psi) 的材料屈服值相比，最大 von Mises 应力为 
614 MPa (89,600 psi)。该线性分析的结果如图 7 所示。

图 7：隔板的线性应力解算显示出极高的局部应力集中。

如果应力超过屈服值，隔板是否会脱落？要找出答案，需要使用弹性塑性材料模型来检查有多
少材料将变为塑性。图 8 显示了最大应力等于屈服应力时的非线性解算。塑性区域仍在局部，
表示隔板不会脱落。当然，需要仔细的工程判断来决定此设计是否可接受。

图 8：使用理想弹性塑性材料模型获得的非线性应力解算。红色区域表示材料变为塑性。塑性区域的范围

处于局部。

在处理理想弹性塑性材料模型

（也就是在变形后失去恢复原

始形状的所有能力的材料）的

分析时，应力将一直保持高于一

定的应变值。
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图 9 显示了一个铝制支架的线性应力解算。最大应力读数为 44 MPa (6,400 psi)，并且忽略材
料在 28 MPa (4,100 psi) 时屈服的事实。

图 9：一个空心支架的线性应力解算显示，应力高于材料屈服应力的限制。

非线性材料分析可以考虑到这些结果，即当最大应力保持在 28 MPa (4,100 psi) 时材料发生屈
服（图 10）。非线性应力结果表明，该支架已非常接近倒塌。塑性区域几乎占据悬臂的整个横
截面，负载量值的轻微增加将导致横截面变为完全塑性并形成塑性铰链，从而导致支架倒塌。

图 10：非线性应力解算显示最大应力不高于屈服应力。塑性区域的范围表示支架非常接近于形成塑性铰

链。它已达到负载承受能力的极限。

如果应力超过屈服值，隔板是

否会脱落？要找出答案，需要使

用弹性塑性材料模型来检查有

多少材料将变为塑性。塑性区

域仍在局部，表示隔板不会脱

落。
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要对先“弄直”再“折弯”普通钢质回形针的简单操作进行建模，需要同时考虑非线性材料和非
线性几何形状。图 11 显示了使用理想弹性塑性材料模型的回形针变形形状。图 12 显示了将
回形针折弯回到原始形状后的残余应力。

图 11：回形针折弯的分析需要执行非线性材料和非线性几何形状分析。处于“弄直”位置的回形针显示了

塑性应力

图 12：折弯回到原始形状的回形针显示了残余应力。

弹性稳定性损失（扭曲）

零件中的刚度也会因施加的负载而变化。有时，负载会根据其施加方式而增加刚度（张力负
载）或降低刚度（压缩负载）。例如，一根绷紧的绳索可以承受杂技演员的体重。但是，松软的
绳索则会使他掉落。在压缩负载情况下，如果刚度的变化足以导致结构的刚度降为零，则会出
现扭曲，并且结构会发生快速变形。然后，它会在后屈曲状态下脱落或获得新的刚度。

线性扭曲分析可用于计算结构在何处负载下将会扭曲（欧拉负载）。但是，线性扭曲分析的结
果并不守恒。此外，FEA 模型中的理想化可能导致 FEA 模型的预测扭曲负载大大高于实际零
件。因此，应谨慎使用线性扭曲分析的结果。

扭曲并不一定等于突变失效，并且结构在扭曲发生后仍可支撑负载。非线性分析将解释后扭
曲行为。
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图 13 和图 14 显示了突弹跳变效应。即使发生扭曲，零件也仍然会保持其负载承受能力。

图 13：突弹跳变效应

图 14：突弹跳变效应的分析需要执行非线性分析。

接触应力和非线性支撑

如果支撑条件（包括接触）在应用工作负载期间发生变化，则需要进行非线性分析。

两个接触曲面之间产生接触应力。因此，接触面积和接触区域的刚度在解算之前均为未知。图 
15 显示了一个典型接触问题的应力解算。即使接触应力面积相对于整体模型尺寸来说极小，
接触区域不断变化的刚度也需要进行非线性分析。

图 15：对两个球体之间的应力形成建模（仅显示两个接触零件中的一个）的接触应力分析属于使用非线

性支撑的分析类别。

如果支撑条件（包括接触）在应

用工作负载期间发生变化，则

需要进行非线性分析。
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图 16 显示了一个非线性支撑的示例。有效横梁长度以及由此产生的刚度取决于横梁的变形
量。当横梁接触到支撑件时，其刚度会由于其活动长度下降而增加。

图 16：此支撑件（激活时）将改变横梁的有效长度。因此，横梁刚度将会发生变化，并且需要对问题进行

非线性分析。

非线性动态分析

动态分析将会考虑惯性效应、减振和时间相关性负载。跌落测试、发动机支架振动、安全气囊
展开或碰撞模拟都进行需要动态分析。但是，动态分析是线性还是非线性呢？限定规则与静态
分析中的规则完全相同。

如果模型刚度在应用的负载下没有显著变化，则线性动态分析就足够了。振动中的发动机支架
或音叉都会在平衡点附近发生轻微变形，因此可以通过线性动态分析进行分析。

诸如碰撞模拟、安全气囊展开分析或金属冲压过程建模等问题都需要进行非线性动态分析，
因为会出现大变形（非线性几何形状）和大应变（非线性材料）。

非线性分析如何帮助我们构建更好的产品？

自然本来就是非线性的。这意味着线性分析只能近似于零件和装配体的实际非线性行为。大
多数情况下，这种近似值是可以接受的，并且线性分析可以针对产品特性提供宝贵见解。但
是，在许多情况下，线性假设与实际情况差别太大，提供的信息十分粗劣甚至会产生误导。

使用线性分析的结果来确定零件在其工作负载下是否会失效，从而导致设计过度。例如，仅仅
使用线性分析进行分析的支架设计要求设计人员必须严格遵守应力不得超过屈服量的要求。
但是，非线性分析可能表明某些屈服是可以接受的。在此情况下，就可以节省使用的材料量或
选择成本较低的材料，而不会影响结构完整性。再比如，工程师在使用线性分析测试时可能会
担心出现过大的平面偏差，虽然过度设计可以补偿该偏差，但不知道线性分析会夸大变形，并
且像最初设计的那样没有问题。

但是，在许多情况下，线性假设

与实际情况差别太大，提供的

信息十分粗劣甚至会产生误导。

使用线性分析的结果来确定零

件 在 其 工作 负 载 下 是 否 会 失

效，从而导致设计过度。
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日常设计实践中的非线性分析

一旦工程师拥有足够的经验来识别非线性问题，就会明白该技术的应用并非局限于特殊情
况。在每个行业和日常设计实践中，有很多设计需要或可能受益于非线性分析。 

在以下产品示例中，需要非线性分析才能作出正确的设计决策。其中许多问题都涉及到多种类
型的非线性行为。

惰轮（图 17）
这种压印钢滑轮在承受皮带负载时，可能会在形成过大应力之前就出现扭曲。尽管线性扭曲
分析可能足以确定扭曲负载，但还是需要执行非线性分析以研究其后扭曲行为。

图 17：惰轮

膜片弹簧（图 18）
非线性弹簧特性要求进行非线性几何形状分析，以考虑薄膜效应。 

图 18：膜片弹簧

翻滚保护结构（图 19）
如果发生翻滚，结构变形将超过其屈服量，并吸收翻滚能量。在此过程中，将会出现较大变
形。要了解翻滚的影响，需要将非线性材料和非线性几何形状分析相结合。

图 19：翻滚保护结构
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软质产钳（图 20）
软质产科钳的设计是在产钳辅助生产过程中，在婴儿头部周围“铸模”如果施加的牵引力和/或
压力太高，产钳将按设计从婴儿头部脱落，以防止受伤。此类产钳的分析必须结合非线性材料
和非线性几何形状，以考虑大变形和非线性弹性材料。

图 20：软质产钳

风扇护罩（图 21）
由于在变形过程中形成的薄膜应力，此零件需要进行非线性几何形状分析。可能还需要进行
非线性材料分析。

图 21：风扇护罩

卡环（图 22）
由于出现较大变形，需要进行非线性几何形状分析。此环还可以用作非线性材料分析的备选。

图 22：卡环
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航空行李箱（图 23）
由于蓝色 Lexan® 面板中的薄膜效应，此航空行李箱需要进行非线性几何形状分析。此外，边
框还需要进行扭曲或后扭曲分析。 

图 23：航空行李箱

办公椅（图 24）
在本例中，边框的较大变形可能需要进行非线性几何形状分析。座椅和靠背需要进行非线性
几何形状和非线性材料分析。

图 24：办公椅

内六角扳手（图 25）
该扳手和凹头螺钉之间的接触需要进行接触应力分析。

图 25：内六角扳手



结语
所遇分析问题的性质应该是判断在工程师的 FEA 软件中是否需要增加非线性分析功能的依
据。如果设计分析问题涉及到较大变形、薄膜效应、非线性材料、接触应力、扭曲、非线性支撑
或其他非线性，则应在设计工程师专用的内部 FEA 软件中增加非线性分析功能。

过去数十年来，工程师一直将 FEA 用作设计工具。现在，FEA 软件、计算机硬件和云计算已经
足够成熟，可以轻松地将非线性分析添加到其工具箱中。

来自 SOLIDWORKS 的仿真解决方案
SOLIDWORKS 现在为最先进的非线性现象提供了可扩展性和各种非线性功能，涵盖从单一
来源到多种非线性效应。SOLIDWORKS 在 SOLIDWORKS Simulation Premium 和基于云的 
SIMULIAworks 中提供了非线性功能。
SOLIDWORKS Simulation Premium 使您可以高效地评估非线性和动态响应设计、动态负载
以及复合材料，并且包含两个高级非线性算例：非线性静态和非线性动态。
在此处详细了解 SOLIDWORKS Simulation Suite

SIMULIAworks 扩展了 SOLIDWORKS Simulation 的功能，特别适合解算包含多种同时发生的
非线性效应和多步顺序加载的分析。SIMULIAworks 是一种紧密集成、基于云的解决方案，可
对零件和装配体执行结构静态、频率、扭曲、模态动态响应以及结构热分析。SIMULIAworks 
由 SIMULIA Abaqus 提供支持，后者是一款成熟的世界一流有限元分析解算器，使您能够自信
地处理复杂程度较高的结构问题。
在此处详细了解 SIMULIAworks

我们的 3DEXPERIENCE® 平台为我们服务于 11 个行业领域的品牌应用程序提供了技术驱动，同时提供了一系
列丰富的行业解决方案经验。 
3DEXPERIENCE® 公司达索系统为企业和用户提供可持续构想创新产品的虚拟空间。本公司全球领先的解决方案转变了产品的设计、生产和支持方式。达
索系统协作解决方案促进社会创新，实现了更多通过虚拟世界改善现实世界的可能性。本集团为 140 多个国家/地区、各行各业、不同规模的 250000 多家
客户带来价值。更多信息，请访问 www.3ds.com/zh 。
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